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Exercice 1 : Sphéres uniformément chargées

1. On considére une sphére uniformément chargée : de quelles variables dépend le champs
électrique calculé en un point M de 'espace ? Quelle est sa direction ?

Pour une spheére, le systéme de coordonnées adéquat est le systéme de coordonnées sphé-
riques (7,0, ¢).

On remarque alors qu’il y a une invariance par rotation 6 et une par rotation . De plus,
tout les plan passant par le centre de la sphére sont des plans de symétries, ainsi on sait
que le champ électrique E:

E = E(r)i,

2. Calculer en un point M de l'espace le champ électromagnétique généré par une sphére
uniformément chargée en volume (densité volumique de charge p).

On utilise le théoréme de Gauss :

Et on sait que le volume d'une sphére de rayon R est
4
‘/sphére = §7TR3

On doit décomposé notre calcul en deux parts :

r > R Dans cette situation,
4 s
Qint =V = 0—37TR

Alors :

4 3 Lo
o R :#Eds

360
= # E -r?sin0dAdy

= 47r’E



Alors

r < R Avec la méme méthodologie on trouve :

ET‘<R - 3¢ Uy
0

3. Calculer en un point M de l'espace le champ électromagnétique généré par une sphére
uniformément chargée en surface (densité surfacique de charge o).

Comme précédemment on fait deux cas :

r>R
20 2
ATR*— = 4nr E(r)
€0
Alors,
ET‘>R = 0-_7"267“
€0

r < R dans cette situation, E(r) = 0 par le théoréme de Gauss.

4. En déduire le potentiel électromagnétique dans chacun des cas précédents.

On sait que :

1,
I

|
<
<

Et qu’il y a continuité du potentiel :
Vicr(R) = Vi=r(R) V(ir—o00)=0

e Sphére chargée en volume Puisque E = E(r)d,,

p=-Y —v_a=pa
or
r>R
V(o0) 3 oo q
[
V(r) 360 r r

R? 1
0—V(r) = —’;)TO (0+—)



Alors :
pR’®
V. 7~
= 3607”
r<R
V(R) o R
/ dV = —— rdr
V(r) 3€o r
B p R2 7”2
VIR) = Vier(r) = =3 ( 2 2)

On remarque que le V(R) = V,-g(R) et ainsi on trouve :

p
Vi<r = 6_60 (3R2 - 7"2)

e Sphére chargée en surface
5. On considére une sphére uniformément chargée en volume sauf dans une partie sphérique
de celle-ci (cf figure ci-dessous). En vous appuyant sur les résultats précédents, donner
briévement ’expression du champ.

En fait la situation est équivalente a avoir deux sphéres, la grande sphére (sphére 1) chargée
en volume +p et Pautre, la petite (sphére 2), chargée —p. Ainsi :

Eron =35 01M
— p E—
z<R:=‘—§;aCh34

Et par le théoréme de superposition on peut écrire :
E =E, + E,
—
— 2 (OM - MO;)
360
Alors

E="0,0,
360




Exercice 2 : Plan infini et anneau

1. On considére un plan infini porteur d’une densité de charge surfacique uniforme o.

(a) Etudier les symétries et les invariances pour en déduire la direction du champs élec-
trique et préciser les variables dont il dépend.

On se place dans le systéme de coordonnées cylindre ou cartésiennes. Il y a invariance
par translation dans le plan ainsi le champ ne dépend que de z. De plus, le plan est
un plan de symétrie, en effet :

Le champ est alors dirigé selon ..

(b) Quel est le sens du champ selon que 0 >0 ou o <07

Sio>0:

Sio<0:

I S

(c) En utilisant le théoréme de Gauss, calculer I'intensité du champ électrique.




S L oL
72 _F- 8 + E(~2)S,
€o

:E 1—E(—Z>_’1
:E _)1—|—E)(Z) _‘1
=2ES
Alors :
E="a
260
(d) En déduire I'expression du potentiel.
On sait que
E=-VV

Alors

V(z) = —/Edz =7 st

€0

2. On considére un anneau circulaire de rayon R, et Ryay, de centre O et posé dans le
plan (O, z,y). Il est porteur d’'une densité de charge surfacique uniforme o. On cherche le
champ électrique engendré par 'anneau en un point de I'axe (O, z).

(a) Etudier les invariances et les symétries du probléme pour en déduire la direction et
les degrés de liberté du champ électrique.

2 4

On se placera dans le systéme de coordonnées cylindriques (p, 0, z), on remarque qu’il
y a invariance du champ par translation dans le plan, alors E=F (r). Et pour les
mémes arguments que précédemment, il est selon .



(b) Calculer l'intensité du champ par intégration des contributions infinitésimales de
charges dg de ’anneau.

1 dq
dE, = — Ccos
® Awey r?
Par relation trigonométrique on trouve :
z

Cosa =

Alors :

d’ou

Remarque : l'intégrale a calculé ici est de la forme :

/ulu3/2 _ 3/; _ lu—3/2+1 _ oy 12

(c¢) En déduire le champ généré par un disque de rayon R. Retrouver les résultats du plan
infini.
Pour retrouver le plan infini on fait rendre R vers 400 et on retrouve bien le méme
résultat que précédemment pour le plan.

- o
E=—u,
260



Exercice 3 : Développement multipolaire

1. Dipole électrostatique : un dipodle électrostatique est constitué de deux charges Q) et —Q)
séparées d’une distance a.

(a) Calculer le potentiel du dipoéle a grande distance de celui-ci.

—

u,‘/
LN M

2
./ %
st

VO

- 8 X

On suppose que la distance d’observation r est bien supérieur a la distance entre les
charges a, c’est a dire que r > a.
Alors, par définition du principe de superposition :

v L (9_49)_ a4 (r2=n
dmeg \ 71 1o 4dmeq T1T2

Avec :
o L a ~ . a
Alors :
2 2
||F1||2=rf=r2+<%) — ar cosf ||F2||2:7«g:r2+<g> 4 ar cos
Alors :
1 a 2 _1/2
——=(r"+(5) —acosb 2> a?
|72 ]| 2

= (r2 — ar cos 9)71/2

1 a —1/2
:—<1——COSQ) (I+x)*=14azx x> 1
r r
1
== (1+icos9)
r 2r



Alors :

1 1
—z—(l—i—gcosQ) —z—(l—gcos,@)
roor 2r re T 2r

Alors,
a 1(1+a 0~ 1+ - cosd)
= — — cosf — — COS
dmeg r 2r 2r
agcosf 1
C dmey 12
P
 Amegr3
Alors
P
V=
4megrs
(b) En déduire son champ.
On sait que
ov
_ - or
E=-VV=—
10V
r 00
Alors,
7 2aqcos  2pcosd
" Amegrd3  Amerd
1 [/ —agsinOr psinf
E@ = —— —
r 4egrs 4megrs
Alors,

—

E(r,0) =

D 2 cos b
deprd \ sind

2. Développement multipolaire :

on considére le dipdle défini dans la question précédente.

Calculer le potentiel quadripolaire de ce systéme en cherchant la contribution évoluant en

1/r3. Commenter.



Exercice 4 : Solénoide

A T'aide du théoréme d’Ampére, calculer le champ magnétique & 'intérieur d’un solénoide infini.
Pour cela, on s’appuiera tout d’abord sur une étude des invariances et des symétries du probléme.

On connait le théoréme d’Ampére,

565«11“:“01
S

ou I est le courant total a travers la surface.

T 7> =
c]é I EIK
2!

&

onS=a—>b+b—=>c+c—d+d— a,

A D'extérieur,

o]}
I
L

car I =0 (ce qui rentre, sort)
A Tintérieur,
Il y a invariance par rotation €, alors B est uniforme constant et orienté selon u, car le plan

P = (M, i,,1y) est un plan de symétrie de la distribution de charge donc B L P, alors B (M)
est paralléle & 1.

%é-df: BxL +0+BxL+0=pNI
S N——

=0 car extérieur

ou N caractérise le nombre de spires.

Alors,

poN T

o]l
I

U, = ponli,
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Exercice 5 : Spire de courant et dipdle magnétique

Une spire circulaire, de centre O, de rayon a, posée a plat dans le plan (O, x,y) est parcourue
par un courant électrique d’intensité .

1. On cherche a déterminer le champ magnétique B(M) en un point M de l'axe (O, 2).

(a) Etudier les symétries et les invariances du champ magnétique afin de déterminer sa
direction et les degrés de liberté dont il dépend.

Le champ magnétique est invariant par rotation 6 autour de ’axe z, et nous somme
sous une spire de rayon constant, alors » = R. Ainsi la seule dépendance du champ
magnétique est par z : B = B(z).

Il y a deux plans d’antisymétries : (O, 4, u,) et (O, U, U,).

(b) Selon que le courant électrique I circule dans le sens des aiguilles d’'une montre ou
non, quelle est le sens du champ magnétique sur l'axe?

— —e

2 =

— N .



(c)

11

Faire un schéma en coupe de la contribution infinitésimale de deux éléments de la
boucle de courant dl située I'une de I'autre par 'axe (O, z). Déterminer les projections
utiles intervenant dans le calcul du champ.

a5

SN\

Ayg

( \

-— = = . =

D’aprés le schéma on remarque que les contributions selon w, se compensent alors
seul la contribution selon u, est utile.

On peut ainsi écrire le champ magnétique B uniquement selon le vecteur ., c’est a
dire :

Intégrer et exprimer le champ magnétique B (M).

On connait la loi de Biot-Savart :

= Mo df/\ PT/[
dB = —I——5—
47 PM
Et on connait dl et ﬁi :
0 —-R
di'= | Ras PM=| 0
0 z
Alors :
Rzdd
" I 1
B=H 0

= - PN
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On souhaite que le champ soit uniquement selon u, alors :

21 3
= - o 1 R S
B = Bu, = —— | —| dfu,
! /o dm R |:\/R2+22:| !
= 'uilsin?’ozﬁz
2R

ol sina = R% + 22.
(e) Tracer la fonction B(z).
2. On cherche & déterminer le champ magnétique B(M) en un point proche de axe (O, 2).

(a) Considérer un cylindre élémentaire de hauteur dz et de rayon r et d’axe (O, z). A
I’aide de l'expression du flux du champ magnétique sur cette surface, déterminer

I’expression de la composante radiale B, du champ en fonction de celle suivant 1'axe
(O,2) : B,.

(b) Calculer I'expression de la partie radiale du champ B,.

3. Dipdle magnétique : on définit le moment magnétique de la spire par :
M = Imd’i, (1)

On cherche a déterminer le champ magnétique crée par une spire en un point M situé
a grande distance de celle-ci. On appelle 6 I'angle entre I'axe de la spire (O, z) et 'axe
(O, M). Montrer que ce champ est donné par :

- oM cos(0) . foMsin(6)
B(M) = OTTS()“ 0T7~3()“9 @)
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Exercice 6 : Tube de courant

Calculer le champ magnétique interne et externe pour un fil de cuivre infini de forme cylindrique
(de rayon a) et parcouru par une densité de courant uniforme j.

Le plan P = (M, i@,, i,) constitue un plan de symétrie de la distribution de charge, donc B L P
et ainsi :

B ||

Théoréme d’Ampére :

ygﬁdf— 1ol
S

avec B || iy et la surface d’Ampére qui est le cercle de rayon r, Al = rdfiiy + dzii,

ygé-dfzygBrde
S S

2m
:/ B(r)dd = pol
0

B = B(r) car nous avons invariance par rotation @ et translation selon I'axe O., alors B(r).
B(r)r2m = pol

I=jS=7jxmr?

D’ou,




