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1 Entropie dans un ensemble & deux niveaux

On considére N systémes indépendants. Chaque systéme peut se trouver dans un
état d’énergie £ et £’ en équilibre avec un thermostat de température 7' (on suppose
qu’aucun des systémes n’est dégénéré). On désigne par n et n’ les populations des
systémes ayant respectivement I’énergie ' et /. On a : n > 1 et n’ > 1 et bien
évidemment que N = n + n/. Si une transition se produit sur 'un des systémes
avec un transfert d’énergie vers le réservoir, les modifications sur les populations se
produisent selon les régles :

n—(n+1) n = (n'—1)

1. Calculer la variation d’entropie des N systémes.

On sait que la variation d’entropie AS* est :

AS* = St — S
— kpIn(C3H) = kpIn(CR)

n!(N —n)!
(n+ DN — (n+ 1))!)

On suppose que n. > 1 :

/
= kB 111(2)
n

2. Que vaux la variation d’entropie du réservoir ?

On sait que :
55 = ASSystéme + ASreservoir =0

Car on est dans une situation d’un systéme isolé a I’équilibre.

Alors,
ASsystérne = _Asreservoir

C’est un échange d’entropie.



3. Déterminer la forme que prend le rapport »n'/n et commenter.

0Q
AS=—+4+0
T +
= —-AF
=00
AFE n!
AS=———=kgln| —
= ton(3)
Alors, le rapport des deux populations,
/
no_ exp PAE
n

On aurais pu retrouver ¢a en canonique de facon immédiate :
/ / N —BE’
(') (T) = NP(E'T) = o exp
N
()(T) = NP(E,T) = — exp™*”

Et on obtient immeédiatement :



2 Paramagnétisme

On considére un cristal parfait de volume V en équilibre avec un thermostat de
température 7. Le cristal est formé de N atomes identiques (N > 1), indépendants,
fixés aux nceuds du réseau cristallin. Chaque atome posséde un spin s = 1/2. Le
moment magnétique de spin associé s’écrit [i;; = —gsup5. En 'absence de champ
magnétique, le cristal n’est pas aimanté, ’aimantation totale du cristal étant définie
par :

. N N
Moy, = Zﬁ] = —Y9sHB Z S
7j=1 j=1

Lorsqu’on le soumet & un champ magnétique EOZ = By_e,, il acquiert une aimantation
totale. La projection du spin § sur ’axe du champ magnétique éoz est, soit m,, =
+1/2, soit m,, = —1/2. Pour chaque atome, le Hamiltonien du spin en présence de
EOZ s’écrit

Hmag = _ﬁséoz = +gsHBBOZ§z

avec
S,ls =41/2,ms, = +1/2) = +1/2|s =+1/2,m,, = +1/2)
S, \s = —|—1/2,m$z = —1/2> = —1/2 \s = +1/2,msz = —1/2>

1. Calculer la fonction de partition z d’un atome.

Il y a deux niveaux d’énergies : Eg et Eg.

_ +9seBBo,

E. —
|msz = +1/2> —> { E’69 — 795/"‘2BBOZ
© 2

2= S expPEID)
{0}

Devient ici :

{ms, =+1/2}

Bgs#BBoz BQS#BBOZ

2 -+ exp 2

=exp
On pose :

. BgSluBBOz
T

ou 8 =1/kgT.



D’ou, z devient

z=-exp “+exp® =2coshzx

2. Quelle est la probabilité pour qu’un spin pointe vers le haut P ? vers le bas

Py 7
—,BE@ —x
exp exp
Po(T, Bo.) = 2 ~ 9coshz
De fagon similaire pour P :
—BEg T
exp exp
Po(T, Bo.) = z ~ 9coshz

Remarques :

e Siz — 0T, c’est a dire pour By, — 07 ou T'— 400
P@—>1/2€tP@—>1/2a10rSP@ZP@:1/2

C’est un état de désordre maximal.
e Siz — 400, c’est a dire pour By, — +oo ou T — 0
PEB — 0 et P@ — 1
C’est I'état ordonné, I’état fondamental.

3. Montrer que la fonction de partition Z du systéme s’écrit Z = 2"

Z= Y exp B0
{In* ™

N spins identiques, indépendant et discernables :

{ o (|z>aN) — Ev(my.,) + Ba(ms.) + ... + Ex(m,.)

A N
11)* = }mSZI,mSZQ,...,mSZN>



Donc on peut réécrire 7 :
{ms =%1/2} {ms_, =£1/2}  {ms, =+1/2}

= Z exp PErlmaz) | Z exp PN meay)
{ma., =£1/2} {ma, =£1/2}

s, =£1/2)
:Hé\]:lzj

D’ou,

4. Déduire I’énergie libre F' du systeme.
F(T,V,N)=—kgTIn(Z)

= —NkgT In(z)
= —NkgT In(2 cosh z)

F = —NEkgT In(2coshx)

5. Montrer que la valeur moyenne d’un spin est : (s.;) = —1/2tanh(z), tracer s comme une
fonction de x et commenter.

1 1
5= (=3) o)+ (+3) Pol0
B 1\ exp™™ 1\ exp™@
B (_5) 2coshz * (+§) 2coshz

1
=—3 tanh(z)

(52,) = —% tanh(x)




ENg;?
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elak dezordome

elab Condarmenial

. Calculer la susceptibilité magnétique et As? par spin.

s, )

X = a8,

ot (f,,) = _gs,uB<SZj>'
(ps,) Ox

Xm = " 0r 9B,
_ 9B (] (tanh(z))?) Pgstis

_ (gomn)” )
= T (1 — (tanh(x))")

Xom = (Z;ZBT) . (1 = (tanh(z))?)

Remarque :

e Siz — 0", alors tanx — 0", donc

Xm —7

NHIQ

ot C' = (gsup)?/4kp une constante.

ot = &s"ﬁsﬂ-

Z kg T

Quand By, — 07 ou température T élevé, x,, ~ % : c’est la loi de Curie du parama-

gnétisme



Donc
< 2 > — (gsﬂB)2
Sy 4
Alors,
2 2
ASQ — (gsZB) . (gsgB) (tanhx)2
2
— —(QSZB) (1 — (tanhz)?)
Donc

As* = kgTXm(T)

. Calculer U ’énergie interne du systéme.

En utilisant les résultats précédents :

N
U — <Z +gsMBBOZSZj>
j=1
= Ng.pupBo.(s.;)
_Ngs,uBBoz

i — tanh(x)

Alors




U (x\

— Njic e

elat decordome

elab Fondarmenial

8. Déduire la capacité calorifique Cp,_ a champ magnétique constant. Tracer C'g,_ en fonction
de z. Commenter.

Alors

- (-t (- ) (5422
— Nkg(a?) (1 — (tanh z)?)

Cp,, = Nkp(«*) (1 — (tanh x)z)




Il y a existence d'un maximum de Cp,_ (7).

9. Calculer I'entropie du systéme. Discuter les deux cas limites.

U-F
=T

= —Nkg(xtanh(z)) + NkgIn(2 cosh(x))

S = Nkg (In(2 cosh(z)) — x tanh(x))

o v —0F

S(x) = Nkpn2

e r — +00

S(x) d Nkg(x —z) ~0
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S(x)
desondonne

”ﬁaluL

Fondamental

x

Dans l'état fondamental, c’est a dire & T" = 0K, en approche microcanonique on aurais
obtenu

S* = +kpIn(1) =0

Dans I'état le plus désordonné

en approche microcanonique on aurais obtenu
§* = +kpn(CV?)

On se place a la limite thermodynamique, c’est a dire pour N — +oo, V — 400,
N/V = cst.
On peut alors utilisé Stirling

S* ~ kp (NlnN—N—%ln%%—g—glng—i—%)
= NkgplIn(2)
On trouve alors
S* =Sz — 07)
On obtient alors qu’il y a équivalence des approches canonique et microcanonique a la

limite thermodynamique.

Le paramagnétisme est un exemple de compétition entre 'ordre By, et le désordre T'.
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3 Systéme a trois niveaux dans ’ensemble canonique

On considére un systéme de N atomes de spin s = 1 immergé dans un champ
magnétique extérieur H. Les atomes sont disposés sur un réseau cristallin. Chaque
atome peut se trouver dans 'un des trois états d’énergie suivants :

=0 €ex=dxoux=puH >0

Calculer le nombre () d’états microscopiques et ’entropie S pour une distribution
donnée {n,,n_,ny} des N atomes.

§* (g moyn-) = ks In(CRF Oy, O, )

N!
=kgln( ————
ny!n_Ing!

A présent, on cherche a calculer les fonctions d’états en s’appuyant sur la description
canonique.

1. Ecrire la fonction de partition z d’un atome.

3
z = Z exp_ﬂEW
1)

=1+ 2cosh(fz)

Alors,

z =14 2cosh(fz)

2. Que vaut la fonction de partition totale ?

C’est un systeme de N particules identiques, indépendantes et discernables, alors :

Z =N

= (1 + 2cosh(Bz))™

Alors,

Z = (14 2cosh(Bz))"




3. Calculer I’énergie libre F' du systéme.

1
F=-5n(2)

= L ln(zN)
- —% In(z)
- _% In(1 + 2 cosh(Bz))

Alors,

F= —% In(1 + 2 cosh(fz))

4. Déduire ’énergie interne correspondante.

— 76__81H(Z)
U=FE= a5

- aln((l +2 cosh(ﬁm))N>

9p
01In(1 + 2 cosh(fx))
-N 35
B 2z sinh(fx)
=N (1 + 2 Cosh(ﬁx))

Alors,

B 2z sinh(fx)
U=-N (1 + QCosh(ﬁ:L’))

5. Calculer 'aimantation du systéme.

12



_ kgTOWmZ  10F

'V 0H ~ VOH

1 0 N
=—vo <_E In(1 + QCosh(ﬁuH)))
N 0
= g (n(1+ 2cosh(5uH)))
N ([ 2Businh(BuH)
- V_ﬂ (1 + 2cosh(6uH))

_ Nu( 2 sinh(BuH) )

V' \ 1+ 2cosh(BuH)
Alors,

M= Nu 2sinh(SuH)
v (1 + QCosh(,BuH))

6. Que vaut la capacité calorifique du systéme, conclure.

U 0 Nu 2Sinh(k:;%T“H>
1+ QCosh<L,uH>

kpT
Nu o 2sinh(kBLTuH)
142 cosh(,@%u[—])
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4 Etats de dégénérescence et nombre moyen de particule

On considére 4 particules indiscernables. Chacune d’entre elles peut étre dans un
niveau d’énergie ¢, = qUy, ¢ = 1,2,3 ou U, est donnée.

1. Quelle est le nombre moyen de particule pour chaque niveau si I’énergie totale
du systéme est 7U,.

Nous avons deux type de particules :

e Bosons :

Les bosons sont de spin entier, on prend S =0 — |mg,, = 0),

On peut mettre autant de Bosons qu’on souhaite dans un état défini par les deux
nombres quantiques |e;, ms, ).

e Fermions :

Les bosons sont de spin demi-entier, on prend S = % — ‘msz = j:%>,
On ne peut mettre qu'un seul fermion dans dans le méme état quantique défini par
les deux nombres quantiques |e,, ms,) (principe d’exclusion de Pauli).

On vas ainsi séparé les deux cas

e Pour 4 Bosons,

Nous avons deux configurations possibles :

4 )

— — A Uo — A Uo

On appelle la premiére configuration |2,1, 1) et la seconde |1,3,0). Alors par le pos-
tulat d’équiprobabilité :

1 1
Poi1y = 5 Pz = >



Alors,

(ne) =2 %X Po1gy +1 X Prgo) =
(novy) = 1 X Poq1y +3 X Pigo) =

<n3U0> =0 x P|2,1,1> +1x P|1,3,0> =

Et on retrouve en effet

|
=
ot

DO — D DN W
Il
)

|
e
ot

Nt =054+ 1.5+2=4

e Pour 4 Fermions, Nous avons quatre configurations possibles :

O,

@

H__

30,
2V

AV

3 U,
it

AV,

&

| 2V,

__H_l__ AV,

15

On appelle la premiére configuration |1, 71,1), la deuxiéme configuration |1J,1,]), la
troisiéme configuration |1, ], J) et la quatriéme configuration |1], ], 7). Alors par le

postulat d’équiprobabilité :
Pty =

Py =

g N

By =

Pretr 10 =

I N
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Alors,

(n1g) =2 X Pryany +2 X Py +2 X Py +2 X By =2
(navy) =1 X Phppany + 11X Pryryy +1 X Py +1x By p =1
(navy) = 1X Pirpany +1X Pryggy + 1 X Py +1 X By n =1

Et on retrouve en effet

Ntot:2+1+]-:4

2. Quelle est ’entropie du systéme pour chacune des situations trouvées en 1.

e Bosons :

s =kpln(2)

Bosons
e Fermions :

S;‘ermions - kB 1H<4)

3 * *
On remarque bien que SE .1« 7 Stermions-

3. Lorsque le systéme est en contact avec un réservoir de température 7', que
devient alors le nombre moyen de particules dans chacun des niveaux.

e Bosons :

—BE
ZBosons = E g (EtotBosons) exp PBrotmosons
{EtOtBosons }



4

U Vo
4

6 U,
———
Y a3,
4

3V
— - —
? AA llo
g - —_—

30,
v

AV

32U,
v
AV

3 U,
vV
AV

30,
YV
AV

2 U,
20
AV

o

A2 L,

|

3 U,
vV

AV

3V,
V)

AV

3 U,
vV

AV

3V,
20

AV

30,
20
AV,

o

1 |

30,
vV
AV

o

ESUN
V)
AV

o

3 U,
v
AV

23U,
20
AV
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e Fermions :

ZFermions =

| £ 195 ]
4U,
5Ug
6UU
Uy
8Uy
9U,
10U,
11U,
12U,

RN W NN~

z : g (EtOtFermions) eXp B totFermions

{EtOtFermions }

18



30,
2v

AV

3 U,
20

AV

3V,
20,

AV

3 U,
V)
AV

o

F U,
_i___ 2V,
Q| 20,
11 AV
P °
4
Ao v,
21 20
. Id °
y (V)
Iy °
AV,
4
Vo
+ EXOR
H 2 v,
1 AV,
4
3,
_}_i___, 2V,
T' 20,
"l AU,
4
90,
__1_1_ 3V,
4{ LV,
IL AU,
| £ 195 ]
6U, 1
Uy 4
88Uy 5
9U, 4
10U, 1

4
F Uy
_+_ 2 U,
| y V)
| : AU:
i3
4
S Vs
1" 2 Vs
T'i 2V,
‘: AU,
* s,
_____.L__ 30,
111 2U,
‘{ AV,
4
CRVY
___I_l__ EXUR
il v,
*L AV,
_ 30,
I; v,
o | AV
K} °
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5 Fonction de partition d’une particule soumise a un poten-
tiel harmonique

L’énergie d’une particule uni-dimensionnelle est donnée d’aprés a relation suivante :

2
E=L 44
2m

ol a est une constante donnée du probléme. On considére que cette particule est au
contact d’un thermostat porté a la température 7.

1. Calculer la fonction de partition z de la particule.
On considére que I’énergie d'une particule a une dimension est donnée par (semi-classique) :
E— szc 1 2,.2

(Dans cette situation alors, a = $mw?)

Fonction de partition semi-classique :
a I’état semi-classique {z,p,} on y associe une énergie E(z,p,).

Il faut cependant discrétisé ’espace des phases semi-classiques, en souvenir de la mécanique
quantique sous-jacente d’ou le facteur 1/h dans la fonction de partition :

1 +o0 +o0
z = E/ dx/ dp, exp PE@pa)

Remarque : on peut aussi penser au facteur 1/h par analyse dimensionnelle.

Remarque : un outil clé du formalisme canonique est 'intégrale gaussienne
+oo
2 T
/ exp ™ du = \/j
— o (07

1 too oo B2 1 2.2
2(T) = E/ dx/ dp, exp™2m exp Pamee
+o00 +o0 2
1 s T
R\ B/2m \/B%mwQ
1

~ Bhw
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2. Calculer I’énergie F' de cette particule.

Energie libre semi-classique :

F = —kgT1n(z) = kT In(Shw)

3. Calculer I’énergie interne moyenne de la particule.
U _ _81n(z) _ _i <ln<i>> _ 1
op op Bhw p

U:kBT

4. Que vaut la distance moyenne (z) a laquelle se trouve la particule.

{=}

Ici, c’est une variable continue, alors,

+o0
(x) :/ dep(x,T), -z
ou p(z,T) est la loi de probabilité réduire de trouver la particule en z, a dz prés, a T,
peu importe son impulsion p,. Il faut donc dériver 'expression de p(x,T) a partir de I'ex-
pression de la loi de probabilité jointe p(x, p,, T)dxdp, ou p(zx,p,, T)dzdp, est la loi de
probabilité de trouver la particule entre x et x + dx et qu’elle ai une impulsion comprise
entre p, et p, +dp,, aT.

Pour trouver la loi de probabilité réduire, on intégre la loi de probabilité jointe sur les
variables & éliminer ici,

Pz=-+00 7,8%mw2:):2

1 exp T
p(x,T)-dx = e, Idxdp, = ————— -dx -
p(z,T)-dz /pzzoo p(@; ps, T)dzdp, = & . *\ 5am

Car la loi de probabilité jointe est donnée par :
exp_ﬂpi/ 2m exph ymw?a? dzdp,

., T)dzdp, =
p(x, py, T)dadp . h



Remarque : On remarque bien que

Remarque : p(x,p,,T) est plus rigoureusement appelée "densité de probabilité".

Donc

/+Oodl’ 1 o mw:pQ $>_0
/3/2 h xp~" ) =

1Inpa1re

Car l'intégrale d’une fonction impaire est nulle.

Alors,

(xy =0
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On s’y attendait, car en moyenne, autant de collisions venant de la droite que de la gauche

. Calculer de maniére similaire la valeur moyenne (p) que prend la quantité de

mouvement de la particule.

(p.)(T) = / " dpf(pen T)

avec
_ r=-400
B(pe, T)dps = / dedp,p(z, ps, T)
~ ™ 1 dp v
D J:)T d r — -1 o5 1 ° ~Pam
p(ps, T')dp ”ﬁ%maﬂh - exDp
Donc,
<px> =0

On s’y attendait aussi.



