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On rappelle que :
• la fonction de partition canonique d’un système composé de N particules est
définie par

Q(N,V,T) =
∑
(l)

exp−βεl

où la somme porte sur tous les états quantiques (l) du système de N particules.
• l’énergie libre est reliée à Q par F = −kBT ln Q.

• la densité d’état d’une particule libre dans un volume V est donnée par

Ω(ε) =
π

4

(
8m

h2

)3/2

V
√
ε (1)

1. En utilisant la formule pour Ω(ε), montrer que la fonction de partition d’une
seule particule ponctuelle dans une boîte macroscopique est donnée par

q(V,T ) =

(
2πmkBT

h2

)3/2

V

Montrer que la fonction de partition de 2 particules sans interactions s’écrirait
à priori Q = q2. Généraliser avec N particules.

q(1, V, T ) =
∑
|l〉

exp−βE(|l〉) =
∑
El

g(El) exp−βEl

Si on voulait l’écrire avec un continuum plutôt qu’avec des états discrets,

q(1, V, T ) =

∫ Emax

Emin

ρ(E)dE exp−βE

Alors,

q(1, V, T ) =

∫ +∞

0

dEAV
√
E exp−βE

On pose u =
√
E, alors du = dE/2

√
E → 2udu = dE, d’où

q(1, V, T ) =

∫ +∞

0

2uduAV u exp−βu
2

On reconnait l’intégrale Gaussienne, on fait alors une intégration par parties :

q(1, V, T ) = −
(
AV

β

)[u exp−βu
2
]

︸ ︷︷ ︸
=0

+∞

0

−
∫ +∞

0

exp−βu
2

du


Alors,

q(1, V, T ) =
AV

β

1

2

√
π

β
=

(
2πmkBT

h2

)3/2

V =
V

(λ(T ))3

où λ(t) est la longueur d’onde de De Broglie associée à la particule T
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Remarque :
• q(1, V, T ) est sans dimension, tout comme V/λ(t) ce qui est bien juste.

• On retrouve rapidement ce résultat avec un calcul semi-classique pour une
particule dans V , libre,

(
E = p2/2m

)
:

q(1, V, T ) =
1

h3

∫∫∫
V
d3~r

∫∫∫
d3~p exp−β~p

2/2m =
V

h3

(∫ +∞

−∞
dpα exp

−βp2α/2m
)3

q(1, V, T ) =
V

h3

(√
π

β/2m

)3

=
V

λ3(T )

Montrons que la fonction de partition de deux particules sans interaction s’écrirait à priori
Qdisc = q2, si elles sont discernables. Généralisons à N particules,

Si il n’y a pas d’interactions alors, E(à 2)
tot = E

(à 1)
1e particule +E

(à 1)
2e particule + 0, les particules sont

discernables, alors les états quantiques à deux particules sont du type∣∣l(à 2)〉 =
∣∣∣l(à 1)
1

〉
⊗
∣∣∣l(à 1)
2

〉
= |l1, l2〉

Remarque : il n’y a pas d’états quantiques à deux particules du type∣∣∣ϕ(à 2)
〉
=
|l1, l2〉 − |l2, l1〉√

2

dans l’hypothèse discernables : cette hypothèse faite ici, est fausse bien sûr. L’idée de
ce TD est de montrer que l’équation d’état du gaz parfait semi-classique (dilué et ou
à haute température, voir plus loin), i.e. PV = NkBT , peut bien être retrouvée avec
pourtant cette hypothèse fausse, mais on devine qu’il y a un problème avec la non-
extensivité de Fdisc et Sdisc avec cette hypothèse fausse. C’est donc à la question 7 et
8, que l’on corrigera, comme il convient, cette hypothèse fausse, en tenant compte de
la véritable indiscernabilité quantique de N bosons (de spin entier) ou de N fermions
(de spin demi-entier).

Donc, avec l’hypothèse fausse de deux particules discernables, indépendants , dans V , on
a :

qdisc(2, T, V ) =
∑
{|l1,l2〉}

exp−β(E(|l1〉)+E(|l2〉)+0)

=
∑
{|l1〉}

∑
{|l2〉}

exp−βE(|l1〉) exp−βE(|l2〉)

=

∑
{|l1〉}

exp−βE(|l1〉)

∑
{|l2〉}

exp−βE(|l2〉)
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qdisc(2, T, V ) = q1 ère(1, T, V )× q2 ème(1, T, V )

qdisc(2, T, V ) = (q(1, V, T ))2

On générale, pour un gaz parfait àN particules indépendantes et discernables et identiques,
dans V , on attend :

Qdisc(N, V, T ) = (q(1, V, T ))N

où

q(1, V, T ) =
V

λ3(T )

2. De la question précédente, en déduire libre de N particules ponctuelles indé-
pendantes . Est-elle extensive ?

Fdisc(T, V,N)− kBT ln

(
V

λ3

)N
= −NkBT ln

(
V

λ3(T )

)
Vérifions que c’est une quantité extensive,

Fdisc(T, αV, αN) = −NαkBT ln

(
αV

λ3

)
= −NαkBT ln

(
V

λ3

)
−NαkBT lnα

= αFdisc(T, V,N)−NαkBT lnα

Il y a un terme en trop, Fdisc(T, V,N) n’est pas attractive.

Alors, il y a un problème, cela provient de l’hypothèse fausse de discernabilitée faite ici.

3. Trouver l’équation d’état de ce gaz.

F = U − TS

dF = dU − TdS − SdT

et,

dU = TdS − PdV + µdN
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Donc,

dF = −SdT − PdV + µdN

Donc,

−P =
∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N

ici,

P = −∂Fdisc

∂V

∣∣∣∣
T,N

= − ∂

∂V

(
−NkBT ln

(
V

λ3

))

P =
NkBT

V

PV = NkBT

Donc on constante que l’indiscernabilité des particules n’est pas observable sur un gaz
parfait semi-classique, c’est un effet subtil de la Mécanique Quantique. Les effets sont
spectaculaires à basse température seulement (voir gaz quantiques)

4. On rappelle ( ?) que la probabilité d’observer un état (l) est donnée par

pl =
exp−βεl

Q

Montrer que, pour tous les systèmes, l’énergie moyenne du gaz peut s’écrire

〈E〉 =
∂

∂β
(ln Q) = kBT2 ∂

∂T
(ln Q)

Comment s’appelle cette quantité en thermodynamique ? La calculer pour le
gaz de N particules ponctuelles sans interactions.

〈E〉 = U

On appelle U l’énergie interne.

Q(β) =
∑
{|l〉}

exp−βε(|l〉)

∂ lnQ

∂β
=
∂Q

∂β
· 1

Q
=

1

Q

∑
{|l〉}

(−εl) exp−βεl
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Et,

〈E〉 =
∑
{|l〉}

εlp(|l〉) =
∑
{|l〉}

εl
exp−βεl

Q(β)

d’où, le résultat,

〈E〉 = U = −∂ lnQ

∂β

Ici, pour un gaz parfait de N particules indépendantes, libres, discernables, identiques,
dans V , on a,

Udisc = − ∂

∂β
ln

((
V

λ3

)N)
= − ∂

∂β
ln
(
V αβ−3/2

)N
=

3

2
N

∂

∂β
ln β

=
3

2
NkBT

La encore on vois que l’hypothèse fausse de discernabilité donne quand même le résultat
connu sur le gaz parfait semi-classique,

UGP =
3

2
NkBT

5. En déduire l’entropie de notre gaz parfait. Est-elle extensive ?

F = U − TS → Sdisc =
Ud − Fd

T

Udisc =
3

2
NkBT Fdisc = −NkBT ln

(
V

λ3(T )

)
Test d’extensivité de Sdisc(T, V,N) :

Sdisc(T, αV, αN) =
3

2
NαkB +NαkB ln

(
αV

λ3

)

αSdisc(T, V,N) =
3

2
NαkB +NαkB ln

(
V

λ3

)
On voit alors que Sdisc(T, αV, αN) 6= αSdisc(T, V,N), donc il y a encore un problème, Sdisc

n’est pas extensive, c’est dû encore une fois, à l’hypothèse fausse de discernabilité des N
particules identiques du gaz parfait.
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6. Quelle est la relation thermodynamique entre U et CV (extensif) ? En se servant
de la relation (2), montrer que CV s’exprime comme une moyenne. Remarquer
que CV est intimement reliée aux fluctuations d’énergie du système. Quel est
le signe de CV ?

VE = σ2
E = 〈E2〉 − 〈E〉2

CV =
∂U

∂T
=
∂U

∂β

(
∂β

∂T

)
= − 1

kBT 2

∂U

∂β

On remarque par analyse dimensionnelle, que [kBTCV ] = [VE]

∂U

∂β
=

∂

∂β

∑
{|l〉}

εl exp−βεl

Q(β)


=
∑
{|l〉}

(
εl(−εl exp−βεl)Q(β)− εl exp−βεl ∂Q

∂β

(Q(β))2

)

= −
∑
{|l〉}

(εl)
2 exp−βεl

Q(β)
−

∑
{|l〉}

εl exp−βεl

Q(β)

 1

Q(β)

∂Q

∂β

= −〈E2〉 − 〈E〉
(

1

Q

∂Q

∂β

)

= −〈E2〉 − 〈E〉


1

Q

∑
{|l〉}

−εl exp−βεl

︸ ︷︷ ︸
≡−〈E〉


= −〈E2〉+ 〈E〉2

= −VE

CV =
∂U

∂T
= − 1

kBT 2

∂U

∂β
=

VE
kBT 2

=
1

kBT 2

(
〈E2〉 − 〈E〉2

)
ou encore,

VE = CV kBT
2
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Remarque :

VE = 〈E2〉 − 〈E〉2

〈(E − 〈E〉)2〉 = 〈E2 − 2E〈E〉+ 〈E〉2〉
= 〈E2〉 − 2〈E〉2 + 〈E〉2

= 〈E2〉 − 〈E〉2

= VE

Or, (E − 〈E〉)2 > 0, donc VE > 0 donc on auras toujours,

CV =
1

kBT 2
VE > 0

7. En mécanique quantique, les états quantiques de plusieurs particules identiques
sont symétrisées s’il s’agit de Bosons et antisymétrisés s’il s’agit de Fermions
(conduisant au principe de Pauli). Comment doit-on écrire la fonction de par-
tition de deux particules dans chaque cas ?

q(2 bosons, T, V ) =
∑
{ϕ}

exp−βE(|ϕ〉)

q(2 fermions, T, V ) =
∑
{ϕ̃}

exp−βE(|ϕ̃〉)

8. Cette manifestation purement quantique se traduit pour des systèmes par trop
confinés par une correction en 1/N ! :

Q =
qN

N !

Montrer que dans ce cas, l’énergie libre est bien extensive.
L’indiscernabilité de N particules quantiques identiques d’un gaz parfait, conduit, dans la
limite semi-classique du gaz (dilué et/ou "haute température"), définie par,

Nλ3(T )

V
� 1

à la correction suivante à la fonction de partition canonique :

Q(N, T, V ) ' 1

N !
Qdisc(N, T, V )
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Q(N, T, V ) ' 1

N !
(qdisc(N, T, V ))N

formule canonique à utiliser dorénavant. Quelques arguments sont donnés ci-dessous, pour
plus de détails, voir cours de l’ENS LYON (p42-43), sur les complexions et les facteurs
d’indiscernabiltié.


